ECE1 Correction Devoir maison n°4 2020-2021

Correction Devoir maison n°4

Exercice 1 - Calculs de Sommes et de Produits

Soit n € N*.
1. I1 y a deux facons de résoudre cette question.

(a) (En admettant le résultat concernant la somme des k3). Soit n € N,

Sk@E - 1) =23 K - 3k =ttt D)

k=1 k=1 k=1 4 2
_n(n+1) _n(n+1)(n2+n—1)
=75 (nn+1)—-1) = :

On a donc bien obtenu que :

n(n+1)(n*+n — 1)'

Vn e N*, ST k(2K — 1) = 5

k=1

(b) Montrons pas récurrence sur n que :

n(n+1)(n*+n— 1).

vn e N, > k(2k* —1) = 5

k=1

1(1+1)(1+1—1)

Tout d’abord, on a 1(2 x 12 — 1) = 1 et = 1 donc 'égalité est vraie pour

2
n=1.
Soit n € N*, supposons que :
i (%% — 1) = n(n+1)(n*+n—1)
k=1 2 ’
alors
n+1 n
ST k(2K —1) = Z k(2K — 1)+ (n+1)(2(n+1)* = 1)
k=1 k=1
1 —1
_nlnt )(7; o )+(n+1)(2n2+4n+1)
n+1 9 9
= (n(n +n—1)+2(2n +4n—|—1))
1
_n;— (n3+5n2+7n+2)
De plus,

(n+2) ((n+1)2+n+1—1) =(n+2)(n*+3n+1)=n®+5n%+Tn +2,

Pour résumer, on a obtenu que :

w1+ D(n+ 1)+ (n+1) = 1)
;k(% —1) = 9 :
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L’égalité reste vraie au rang n + 1.
On peut ainsi affirmer, d’apres le principe de récurrence, que :

n(n+1)(n*+n — 1).

Vn e N*, ST k(2K — 1) = .

k=1

2. Montrons par récurrence sur n que :

Vn € N*, V(z1,29,...,3,) € R", J] €™ =exp (Z q:k) .
k=1 k=1

Tout d’abord,

donc l'égalité est vraie pour n = 1.
Soit n € N*, supposons que :

V(x1, zo,. .., z,) € R?, H e"t = exp <Z xk> .
k=1

k=1
Soit (1, Za,...,Tnp1) € R™™ on a alors
n+1 n n+1
H et = (H e“) I+l = exp (Z xk> ntl = exp (Z T + xn+1> = exp (Z xk>
k=1 k=1 k=1

Ainsi I’égalité reste vraie au rang n + 1.
On a obtenu, d’apres le principe de récurrence, que :

Vn € N*, V(z1,29,...,3,) € R", J] €™ =exp (Z q:k) .
k=1 k=1

3. (a) Pour tout n € N, n > 3,

n—1 n—1 n—1 n—1 1 k n—1 5 k
Z(42—k2 + 5k’6n—k+1) — Z 42—k + Z 5k6n—k’+1 — 42 Z <4> + 6n+1 Z <6>
k=2

k=2 k=2 = k=2

(1 n7172+1 (s n—1-241
2 1 ! (14> + 6! (2)21 (16>—2
1

~3 () v (8 o - ())
=5 (1-7) o ( 6"
“5(15m) v
~5(0-5)

=

1-—-

1 " — ) +25 (6" — 6%5"72)

ww;ww; C»J\»-lk co\pp

1— 425 x 6" — 62 x 5"

n—2

).Jk

On a obtenu que :

n—1 4 1
VnEN, n >3, (4P 4+ 56 = o < 4n2> 495 % 6" — 36 X 5"
k=2
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(b) Pour tout n € N, n > 2,

n+1

23k+2
22

x.

Pour conclure,

n+1
VneN, n>2, 223k+2< " > =32(9"—-8n—1)
s k—1
4. Montrons par récurrence sur n que :
no ok 221 (p )2
Vn € N*, = )
kl;[l 2k+1  (2n+1)!
L2k 2 2 22%(1!)? 2
Tout d’abord, H = =—et (1) = — = — donc I'égalité est vérifiée pour n = 1.
2k+1 2 + 1 3 3! 6 3
2k 227 (pl)?
Soit n € N*, supposons que H 1 = (27127_11))!, on a alors :
’ﬁl 2k f[ 2k 2n+1) 22(n)? 2(n+1)  22*(n!)? 2(n+1)2n + 2
in2k+1 0 \1h2k+1)2n+1)+1  (2n+1)! 2n+3  (2n+1)! 2n+3 2n+42
C2n(n!)22%(n+1)2 22000 ((n + 1)1)?
B (2n + 3)!  (2(n+1)+1)!

et I’égalité reste vraie au rang n+ 1. On a finalement obtenu, d’apres le principe de récurrence, que :

~o 2k 221 (n!)?
Vn € N¥, = )
kl;[l 2k+1  (2n+1)!
Variante :
Soit n € N*, on remarque que :
[Th 2k 2" [Tey k 2"n!

1;[ k+1 T Ck+1) I, k+1) I, (2k+1)

Ecrivons plus simplement le dénominateur. On voit qu’il est composé uniquement des termes impairs
de 1 & 2n + 1, on peut faire apparaitre les termes pairs ainsi :

2x3x4x5x...x(2n)x(2n+1) (2n+1)!

(2n+1)!
2x4x6x...x(2n) I 2k '

2|

H (2k+1) = 3x5xTx...x(2n+1) =

On obtient finalement, puisque (2"n!)(2"n!) = 22"(n!)?

n ok 2(n))?
Wn € N* - |
neN LT = s

M Leboucher
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Exercice 2 - Matrice

a b b b 1 111
. . b a b b 1111 .. s 1
Soit les matrices A = b b oa b ,J = 1111 et I la matrice identité d’ordre 4.
b b b a 1111
1. On remarque que :
a—b 0 0 0 b bbb a b b b
0 a—b 0 0 b bbb b a b b
(a=0I+bl=1"o "o s o |tlo bbb ban|™A
0 0 0 a—2b b bbb b b b a
(a—b)I+bJ = A.
2. En calculant J? on obtient
4 4 4 4
s |4 4 4 4]
ST = 4 4 4 4 =4/
4 4 4 4
J2=4J

Montrons par récurrence sur p que
Vp € N*, JP =4P71 .

Tout d’abord, 4'71J = 4°J = J donc ’égalité est vraie pour p = 1.
Soit p € N*, supposons que J? = 4P~1J alors

JPtl — P = APl J ] = 4P14 ] = gpt1-1 g

donc l'égalité reste vraie pour p + 1.
On a obtenu, d’apres le principe de récurrence, que

Vp e N¥, JP = 4771 ],

Finalement,

1 sip =0,
4r=1J sip>1.

Vp € N, Jp:{

3. Calculons A2 et A3 :

A% = ((a = b)T +bJ)? = (a — b)2I* + (a — b)bIJ + (a — b)bJII + b2
= (a—b)*I + (2b(a — b) + 4b*)J = (a — b)*I + 2b(a + b)J

A? = ((a — b)*T +2b(a+b)J)((a — b)I +bJ)

= (a —b)*I* + b(a — b)IJ + 2b(a + b)(a — b)JI + 20*(a — b)J?
= (a — b)*I +b(a® — 2ab + b* + 2a* — 2b* + 8ab + 8b*)J

= (a — b)*I + b(3a* 4 6ab + Tb*).J

A% = (a—b)* T +2b(a+b)J,  A® = (a—b)*I + b(3a® + 6ab + Tb*)J.

Entrainement au sigma n°1. M Leboucher
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4. (a) Soit n € N*,
n 1 n
ST )@ - = 23 () by (a - byt
=1 \Fk 4 \k
L (n k —k
= (X1, ]@p)*(a—0b)" (40)"(a —b)
4\ \k
1
= 1((@—[}—1—41))”— (a—b)")
On a ainsi bien obtenu
S Y k—17k _ p\n—k _ 1 n __ A Y
> 470 (a—=b)""=—((a+3b)" = (a —b)").
i \k 4

Variante :Soit n € N*, grace a la formule du binéme on a

(=040 = (=007 =3 (a0t = 3 (7 fa o
k= 0

Z(Z) (a = b)"* ((4b)" — 0%) = <8 (@a—br1-1)+3 Z)(a—b)”‘k(zwj

=0

Z (k;) — p)nkgkph = 42 <k> (a — bynhgh—1pk

=1

(a+3b)" — (a —b)"

bl

Bl

On a ainsi bien obtenu

3 (Z) 41 (0 — by =

((a+3b)" —(a—0)").

»lM»—*

I et J commutent (car I est la matrice identité d’ordre 4) donc, d’apres la formule du binéme,
on a pour tout n € N*,

A = i (Z) (%) ((a — b1+ = 3 (Z) b (a — b)"

k=0 k=0

<o>bo b)"I + (ZZ: ( >4k 0 (a b)"’“) J=(a—0b)"I+ i ((a+3b)" — (a— b)") J.

Pour résumer :

I sin=0

VneN, A" =
" {(a—b)”]+}1((a+3b)"—(a—b)”)J sin>1

5. D’apres les questions (1) et (3) on a

A? = (a —b)*T +2(a+b)bJ = (a — b)*I + 2(a + b)(A — (a — b)I)
=2(a+b)A+(a—b)(a—b—2(a+b))] =2(a+b)A—(a—0)3b+a)l

A? =2(a+b)A+ (b—a)(3b+a)l.

On a donc

A(A—-2(a+b)I)=(b—a)(3b+a)l
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Ainsi, si a # b et si a # —3b, alors A est inversible et

1

S T E T

(A—2(a+0b)I).

Si a = b alors A? = 4aA donc, si A était inversible, on aurait A71A%? = A et A"'A? = 4al donc A
serait diagonale. Or le seul cas ou A est diagonale serait pour a = 0 mais dans ce cas A = 0 et 0
n’est pas inversible. Finalement, si a = b alors A n’est pas inversible.

Si a = —3b alors A% = 4bA et, pour les mémes raisons que le cas précédent, A n’est pas inversible.
Pour résumer :

A est inversible si et seulement si a # b et a # —3b et, dans ce cas,

1
(b—a)(3b+a)

6. Tout d’abord, puisque A = (a — b)I +bJ, on a

Al = (A—2(a+b)I)

e 1
A = G aE (bJ + ((a—b) —2(a + b)) I)

" b-a)Bb+a) (bJ = (3b+a)I)

Avec n = —1, dans le cas a # b et a # —3b, la formule obtenu a la question (4)(b) devient :
1 It la-b—a—-3b
a—b  4(a+3b)(a—0b)
1 b
I—- J
a—b  (a+3b)(a—0b)

- aigb oy (0= @b +a)D)

—_

(a—b)"'T+ i ((a+3b)" = (a—b)")J =

La formule obtenu en (4)(b) reste valable pour n = —1.

Sia#betas# —3b, A = (a—b)"'+ 411 ((a +3b)"" — (a — b)’l) J.

Variante : Si a # b et a # —3b, on pose B = (a—b)"'"1 + 1 ((a+3b)™' — (a—b)~') J. On a alors

A= o0 (5 )

= ((a—b)I +bJ) (aib]_ (a+3bt))(a—b)‘]>

L L i J?
a+ 3b a—1b (a+3b)(a —b)
b b 4b?
=1- J J — J
a3’ Ta=v’ T atr3b)a—0)
—b(a—b) +b—a+ 3b) — 4b*
=7 J
* (a1 3b)(a—b)
—ab + b* + ab + 3b* — 4b*
=1+ J
(a+3b)(a —b)
—I1+0J=1
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Donc on a bien B = A™!, autrement dit

sia#beta#—3b, AN =(a—b)""+ i ((a+3b)' = (a—b)7")J.

Exercice 3 - Probabilités

1. {A;, A;} est un systéme complet d’événements fini donc, d’aprés la formule des probabilités totales,

_ 1 1 a+b
p1 = P(Bly) = P(Ay)Pa,(Bl) + P(A) P (Bl) = §a+ 55 =5

Cherchons a calculer ¢o. Tout d’abord, on a A; N Ay = A; (N Bl car Conserverlurne A au s sec@
tirage équivaut au fait de tirer une boule blanche au premier tirage. De méme, A; N Ay = A1 N Bl;.
Ainsi, d’apres la formule des probabilités totales,

@2 = P(As) = P(Ai[)A2) + P(Ai[) A2) = P(Ai (| BL) + P(A,(\ BL,)
= P(A3) Py, (BL) + PO P (BE) = Ja+ 5(1-5) = — o=

Finalement, puisque { Ay, Ay} est un systéme complet d’événements fini, on obtient :

D2 = P(Blz) = P(AQ)PA2<BZQ) -+ P(IQ)PE(BZQ) = @20 + (CLl — QQ)b

at+a®*—ab l—a+b a+a*—ab+b—ab+b® a+b+ (a—10)>
=y T b= 2 B 2

_a—l—b _1—|—a—b

a+b+ (a—0b)?
b1 = 9 ) G2 = 9 .

2

et Po =

2. Soit n € [2,N], {An—1,A,_1} est un systeme complet d’événements fini. De plus on a, pour les
mémes raisons qu’a la question 1, A,_1NA, =A,_1NBl,_1et A,_1NA, = A,_1 Bl,_1. Ainsi, la
formule des probabilités totales nous permet d’obtenir :

gn = P(An) = P(Ap-1 () An) + P(An 1 () An) = P(An_a () Bln1) + P(An—1 () Blua)
= P(Ap-1)Pa, ,(Bly1) + P(Ap1) P (Bly-1) = qnra + (1 = gu1)b

Vn € [2,N], ¢ =¢qu1(a+b—1)+1—0.

3. (qn)n est une suite arithmético-géométrique. De plus a et b appartiennent a |0, 1] donc a + b €]0, 2|
et, en particulier, 2 — (a + b) # 0. Ainsi

1-0b
= 41— 2 — —1- =
r=(a+b—1)z+1-b<= (2—(a+0b))z b= (a1
La suite —17_[)) est géométrique de raison (a + b — 1) d’ou, pour tout
uite | g, 2~ atv)) géométriqu raison (a U, pour tou
n € [1,N],
1-b 1-b
e —ab—1) g - .
¢ 2—(a+0b) (a+ ) <QI 2—(a+b)>
(1 1-b 1-b 22— (a+b)—2+2  1-b
= b_lnl R — b_lnl '
t=(a+b-1) (2 2—(a+b)>+2—(a+b) (@t b= e s ) 2=(atD)

Entrainement au sigma n°1. M Leboucher
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b—a 1-0
22—(a+d) 2—(atd)

Vn e [1,N], ¢g.=(a+b—1)"""

Soit n € [1, N], {A,, A,} étant un systéme complet d’événements fini, la formule des probabilités
totales nous permet d’obtenir :

pn = P(BL,) = P(A,)Pa,(Bl,) + P(A,)Pi=(Bl,) = gua + (1 — g,)b = (a — b)g, +b
(b— a)? (1—b)(a—b)

=l i T 2@y
_a—ab+bz—b+2b—ab—b2_ et (b—a)?
- PR @tV
_a+b—2ab 1 (b—a)?
VnE[[l,N]],pn—m—(a—l—b—l) m.

Exercice 4 - Inspiré EDHEC 2001

Partie 1
"1
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, v,, = Z T
k=1

1
1. On remarque que v,41 = v, + T On a alors le programme suivant :
n

v=1

for k = 2:n
v=v+1/k

end

disp(v)

2. Soit k > 1. On a pour tout = € [k — 1; k]

1 1 LA | ko dx
< = / —dx < —
k— x k -

— 1 k k—1 T

SNl Lk ST
p

— ]1 < In(k) — In(k — 1)

3. Soit n € N*. D’apres la relation de la question précédente, on a

n
D
k=2

| =
AN

2“: In(k) — In(k — 1)

"1
Or d’une part v, =1+ Z — et d’autre part on reconnait une somme télescopique sur la somme de
k=2

zi: In(k) —In(k — 1) =In(n) —In(2 — 1) = In(n)

droite :

On en déduit que
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n <In(n)+ 1.

Partie 2

On considere une suite u définie par son premier terme uy = 1 et par la relation suivante, valable pour
tout entier n :

Up+1 = Up + ui
n

1. (a) On montre par récurrence les propositions 2, : {u, est positif et u, > 0}
e Initialisation : On a uy = 1 donc ug > 0.
o Hérédité : On suppose que la proposition &, est vraie pour un certain rang n > 0. On a

alors u,, > 0 et — > 0 donc u,, existe et u,1 > 0.
Un,

Donc la proposition 2,1 est vraie. La suite de proposition (£2,) est héréditaire.

e Conclusion : |u, existe et u,, > 0|.

(b) On a pour tout n € N*|

Un+1—un:u7>0
n

La suite (u,) est strictement croissante.

2. (a) Soit k € N*, on a

1 2
2 _
Upt1 = (uk + )

Ug
9 1
Uy,
Ainsi
1
Ui, — uk—2+uf
k

(b) Soit n € N*. On prend la somme de chaque c6té et donc

n—1 n—1 —
1 1
St ut=Sor b gmmi Y L
k=0 k=0 k k=0 Uk
2 _ w1
= ul=2n+1+ Z—Z
—o Uk

n—1
1
(c) Ona > — >0etdonc|u? >2n+1|
k=0 Uk
3. (a) D’apres le résultat précédent pour tout k > 1

11
u222k+122k‘<:>—<ﬁ
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Ainsi

Ainsi, on déduit

(b) En utilisant la partie 1, on établit que
9 1
u; < 2n+2+§(ln(n—1)+1)

Ainsi

In(n —1)
—

5
ui§2n+§+
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